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摘  要：非连续变形分析方法（DDA）是一种平行于有限元法的新型数值计算方法，该方法基于最小势能原理，把每个离散

块体的变形、运动和块体之间的接触统一到平衡方程中进行隐式求解。然而，传统 DDA 方法在计算过程中需组装整体刚度

矩阵并联立求解方程组，在用于大型岩土工程问题的三维数值模拟时占用内存较大、耗时较长、计算效率极低。因此，提出

一种基于显式时间积分的三维球颗粒 DDA 方法。该方法在求解过程中不需要组装整体刚度矩阵，在求解加速度时，由于质

量矩阵为对角矩阵，可存储为一维向量占用内存较少，且可分块逐自由度求解，效率较高，在接触判断上采用最大位移准则

简化了接触算法，采用较小的时步，保证了计算的精确性；通过几个典型算例验证了该方法的准确性及计算效率。 
关  键  词：非连续变形分析；显式时间积分；质量矩阵；最大位移准则；岩土工程 
中图分类号：O 242          文献识别码：A          文章编号：1000－7598 (2019) 11－4515－08 
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Abstract: Discontinuous deformation analysis (DDA) is a new numerical method parallel to the finite element method. Based on the 
principle of minimum potential energy, the method unifies the deformation, motion and contact of each discrete block into the 
equilibrium equation for implicit solution. However, the traditional DDA method requires assembling the whole stiffness matrix to 
solve the equations in parallel, which occupies a large amount of memory, takes a long time and has a very low computational 
efficiency in the three-dimensional numerical simulation of large geotechnical engineering problems. Therefore, a three-dimensional 
spherical DDA method based on explicit time integration is proposed. This method does not require assembling the whole stiffness 
matrix. Because of the mass matrix is diagonal matrix, it can be stored as a one-dimensional vector with less memory, and can be 
solved block by block with higher efficiency in the acceleration solving process. The maximum displacement criterion is used to 
simplify the contact algorithm in the contact judgment, and the smaller time step ensures the accuracy of calculation. Finally, the 
accuracy and efficiency of the method are verified by several classical examples. 
Keywords: discontinuous deformation; explicit time integration; mass matrix; maximum displacement criterion; geotechnical 
engineering 
 

1  引  言 

为了模拟节理岩体大变形、大位移破坏过程，

Shi[1]首次提出了非连续变形分析方法（discontinuous 
deformation analysis，简称 DDA）。该方法能够模拟

岩体的非连续性，自提出以来，受到国内外学者的
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推崇[2]。 
目前，DDA 已经取得了长足的发展与应用。焦

玉勇等[3]在 DDA 方法中引入黏结算法和虚拟节理，

可模拟节理岩体裂纹萌生、扩展、贯通、直至岩体

崩塌破坏的全过程。邬爱清等[45]利用二维非连续变

形分析（DDA）法模拟得出千将坪滑坡启动的识别

方法以及清江水布垭地下厂房在复杂地质条件下变

形特征。甯尤军等[6]利用非连续变形分析（DDA）

法模拟再现了岩石爆破过程中的炮孔扩张、岩体破

坏、块体抛掷和爆堆形成过程。鞠杨等[7]将其应用

于地下矿山开采中应力分布与变形的模拟。可以看

出，目前多局限于二维 DDA 的研究及应用，而三

维 DDA 由于接触复杂、计算耗时等问题，尚处于

起步阶段 [8]，为了突破该瓶颈，简化接触并提高

DDA 计算效率成为国内外学者急需解决的课题。 
在简化三维 DDA 接触方面，Huang 等[9]提出  

了球单元 DDA 方法，Wang 等[10]在此基础上，将开

闭迭代接触算法改进，加快了接触搜索、判断。在

提高 DDA 计算效率方面，Qu 等[11]在数值流形法

（NMM）中采用显式时间积分方法求解，并验证

了准确性和实效性；徐栋栋等[12]在二维 DDA 中采

用了显式时间积分法，并取得了良好的结果；而在

三维 DDA 中显式方法研究较少。Mikola 等[13]在  
三维 DDA 中采用了显式积分方法并取得了准确

验证，但限于三维 DDA 在块体切割和接触判断

处理方面的诸多难题，很难进一步得到推广应

用。 
借鉴了离散元[1418]思想，本文尝试将显式时间

积分方法用于三维球颗粒 DDA 中，推导了质量矩

阵，引入中心差分方法，用最大位移增量法替换了

原 DDA 开闭迭代准则，并编写相应的显式程序，

最后通过 4 个算例试算了该程序。 

2  球颗粒 DDA 基本理论 

为了简化传统三维 DDA 块体接触复杂问题，

球单元 DDA 是建立在传统块体 DDA 基础之上，将

块体单元简化成刚性球，采用隐式积分方法求解线

性方程组的一种非连续数值计算方法[19]。 
对球单元选取 6 个具有明显物理意义的参数作

为求解未知量： 

   T
x y z x y zD d d d r r r              （1） 

式中：    x y zd d d 为球心的刚体位移；    x y zr r r 为

球体绕其球心的转角。 
一般情况下，刚性球体任意一点的总位移为 
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u
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式中：[ ]T 为形函数矩阵；  c c c, ,x y z 为球心坐标。 
根据最小势能原理可以得到球单元系统的总

体平衡方程组： 

[ ][ ] [ ]K D F              （4） 

式中： [ ]K 为系统总体刚度矩阵； [ ]F 为系统广义

力列向量。 
各个球单元之间是相互联系的，并靠球体之间

的相互接触以及对单一球体自身的运动约束形成一

个完整的求解系统。对于含有 n 个球单元的球体系

统，式（4）的具体形式为 
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式中： [ ]ijK ( , 1,2, , )i j n L 为 6×6 刚度子矩阵； 
[ ]iiK 与球单元 i 的属性有关；[ ]ijK ( )i j 与球单元

i 和球单元 j 的相互接触有关；[ ]iD 为球单元 i 的坐

标增量未知量，它为 6×1 的子矩阵，假设 1[ ] [i iD d  
T

2 3 1 2 3        ]i i i i id d r r r ； [ ]iF 为 6×1 的球单元 i 的广义

力子矩阵，假设 T
1 2 3 4 5 6[ ] [ ]i i i i i i iF f f f f f f 。 

3  显式球颗粒 DDA 计算方法 

DDA 的运动方程可表示为 

t t t t  && &MD CD KD F          （6） 

式中： t
&&D 、 t

&D 、 tD 分别为系统的块体加速度向量；

速度向量和位移向量；M、C、K、 tF 分别为系统的

质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵、荷载向量。 
对上式选用中心差分法进行时间积分，具体方

法如下： 
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其中： tD 、 1tD 分别为第 i 和第 1t  时刻的位移。 
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已知 0t  时的初始条件为 0 00; 0D D &  ，代入

下式 

1 0 0
2

1 0 1
2

2
h
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  
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

D D D
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&
           （8） 

并代入式（1）整理可得基于广义牛顿第二定

律的运动方程： 

i MD F&& %              （9） 

其中： 

D I  F F F F%            （10） 

式中：F%为相邻单元作用力；F 为外部荷载项； DF
为阻尼项； IF 为内力项。 

显式积分方法不需要联立方程组，可逐个自由度

求解，然而却是有条件稳定的积分方法，当时间步

长足够小，小于临界步长时可认为是稳定的，结果

是可以被接受的。临界步长没有理论上的解，只能

通过大量的数值试验来确定具体问题的步长大小，

当两个相邻步长的结果相近时，可认为该步长是可

行的[20]。时间步长的大小决定了计算的精度和求解

效率，本文不做详细研究。 
3.1  质量矩阵 

借鉴有限元法的经验，采用单元质量矩阵组装

成整体质量矩阵方法，其组合方法及位移插值函数

和刚度矩阵组成是一致的。单元质量矩阵 eM 可表

示为 
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（11） 
其中： 
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式中： i[ ( , , )]T x y z 为形函数矩阵。 

显然，由上式可知，质量矩阵为对角矩阵，可

舍去零元素仅保留对角线上非零元素存储为一维向

量，占用内存少，且求解方程组时不需要像隐式求

解那样联立整个方程组求解，可逐个自由度求解方

程，对于计算大规模问题时该优势将体现的更为明显。 
3.2  外部荷载项 

外部荷载包括点荷载、体荷载、惯性力、球球

或球面之间的摩擦力、点位移约束等，由最小势能

原理可知，对势能 求偏导可得对力向量的贡献

值，具体推导可参考石根华论文研究，体荷载、摩

擦力项结果如下： 
3.2.1 体荷载 

考虑恒定体积力 V V V( , , )x y zf f f 作用于球 i 上，

产生的势能 V 为 

V
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V [ ]
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         （13） 

式中： 34
3i iV R  ，为球 i 的体积。 

对 V 求偏导，将结果加到外荷载向量 F 上，

具体如下： 

T
V V V[ 0 0 0]i x y z iV f f f            F       （14） 

3.2.2 摩擦力 
如图 1 所示，两个球之间存在一对接触力，若

切向接触力大于球体之间的抗剪强度时，两球之间

将出现相对滑动，此时两球间存在一对大小相等方

向相反的摩擦力作用于 1P ， 2P 点上，摩擦力大小由

两球法向接触力确定，方向取决于球体的运动方向。 

 

 
图 1  球-球接触 

Fig.1  Ball-ball contacts 

切平面 

球 j球 i

iR

jR
( , , )i ci ci ciC x y z

( , , )j cj cj cjC x y z( , , )x y zV V V

1 1 1 1( , , )P x y z

2 2 2 2( , , )P x y z
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摩擦力 sf 计算公式为 

s N P tanf P d             （15） 

式中： NP 为法向弹簧刚度； Pd 为上一时步嵌入量；

 为球-球摩擦角。 
摩擦力势能 f 为 

T T
f s 2 2 2

T T T
1 1 1

([ ] ( , , )

[ ] ( , , ) )[ ]
j j

i i

f D x y z

D x y z l m n

  T

 T   
     （16） 

式中：[ ]l m n  为 1 2PP
uuuur

在切平面投影的单位向量。 
对势能 f 求偏导，将结果加到外荷载向量 F 上，

具体如下： 
T T

s 1 1 1
T T

s 2 2 2

( , , ) [ ]
( , , ) [ ]

i i

j j

f x y z l m n
f x y z l m n
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

  

T   F
T   F

    （17） 

3.3  内力项 
内力项 IF 可根据刚度矩阵 K 计算得到。逐个自

由度求解方程组，不需要组装整体刚度矩阵，针对

球单元的运动方程为 

e e e e
n n n   M D C D K D F F&& & %     （18） 

式中： nD 、 nD&、 nD&&分别为 n 时刻的单元位移、速

度及加速度； eC 为单元阻尼矩阵； eF 为单元体荷

载； eK 由球单元刚度矩阵 eK% 和接触矩阵 cK% 组成，

即 
e e c K K K% %             （19） 

因此，内力项为 
e c

I ( ) n F K K D% %            （20） 

对任意一个球单元系统，假定球 i 和球 j 在下

一时刻接触，则球 i 和球 j 之间刚度矩阵 ijK 可表示

为 
e c

c e

ii ij
ij

ji jj

K K

K K

 
  
  

 
K

 

% %

% %             （21） 

式中： e
iiK% 、 e

jjK% 为球单元 i、j 自身的单元刚度矩

阵； c
ijK% 、 c

jiK% 为球单元 i、j 接触后产生的接触刚

度矩阵，由法向和切向接触弹簧定义接触力，它是

一个 6×6 的矩阵，不接触时此项为零矩阵。接触弹

簧会产生接触力子矩阵以及上文提到的摩擦力子矩

阵，需要加到荷载向量F 里。这里对接触弹簧不做

详细说明，请参考石根华论文。 
3.4  最大位移增量的接触判断准则 

原DDA程序采用的是开闭迭代接触判断准则，

即在进行每一时步计算之前，对块体系统所有接触

对的接触模式进行假设，进而组装总体平衡方程并

求解，接着用求解的结果来检验接触假设是否正确，

若有错误，修正接触假设后重新组装并再次求解。

如此反复试算的过程虽然精确，但却非常耗时，对

于球单元，由于其接触可通过球心距离与半径之和

比较来判定，即点对点接触，Wang 等[10]提出了在

球颗粒 DDA 中用最大位移增量代替开闭迭代接触

判断准则。该方法不用预先假设接触模式，直接进

行时步计算，当每一时步计算的唯一增量小于所设

定位移量时，可认为是满足的，若大于设定值时，

则将时间步长缩短三分之一，重新计算。该方法得

到算例验证，并取得了很好的效果。 
3.5  算法实现 

对于显式时间积分的球颗粒 DDA 程序采用

c++编写，在曙光 6000 上计算。具体流程如下： 
（1）接触搜索，形成质量矩阵 M、刚度矩阵 K、

阻尼矩阵 C 及力矩阵 F； 
（2）试算确定时间步长 t，已知初始 t  0 时刻

0 00; 0 D  D& 代入式（1）中求出 0D&&，再代入式（3）
求出 1

2

D& ； 

（3）根据第 2 步结果代入式（2）求出 1D 、 1D&，

判断是否满足最大位移增量准则，更新球的位置； 
（4）执行步骤（1），重新组装各个矩阵； 
（5）执行步骤（2）、（3），循环退出。 
具体计算流程如图 2 所示。 

 

 
图 2  计算流程图 

Fig.2  Calculation flow chart 

4  算例验证 

本节将通过 4 个例子来验证显式时间积分算法

形成质量矩阵 M、 
刚度矩阵 K、阻尼 

矩阵 C 

系统接触搜索

求解总体平衡方程

模型最大位移
是否小于设定值

更新计算模型
数据

时步缩短 2/3
否 

是
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的正确性，并与隐式积分作对比，分析其效率。 
4.1  单球自由落体 

如图 3 所示，半径 r  0.1 m 的球体，在离地面

高 h  9.8 m 的位置做自由落体运动，球体密度为  
2 700 kg/m3，重力加速度 g 为 9.8 m/s2，时步 1t    

610 。模拟所得球体垂直速度与时间曲线如图 4 所

示，球体位置与时间关系如图 5 所示。 
 

 
图 3  单球自由落体模型 

Fig.3  Model of Single ball free falling  

 

 
图 4  速度-时间曲线 

Fig.4  Curves of speed-time 

 

 
图 5  位置-时间曲线 

Fig.5  Curves of position-time 

 
不考虑空气阻力及碰撞能量损失情况下，由速

度与时间曲线关系可知，小球落地速度与自由落体

落地理论速度 13.8 m/s 相同，加速度为理论加速度

9.8 m/s2；由小球下落位置与时间关系图可知，小球

落地弹起呈抛物线型轨迹，且与理论曲线基本重合，

因此说明显式中心差分法及程序编写正确无误。 
4.2  两球对心碰撞 

为了进一步验证球球之间接触的正确性，本算

例模拟了两个半径均为 0.5 m 的球体，球 1 以 v     
5 m/s 的水平初速度朝向静止的球 2 运动，两球发生

对心碰撞，计算模型如图 6 所示，不考虑球与地面

间摩擦，时步 1t   610 。 
 

 
图 6  两球对心碰撞模型 

Fig.6  Model of two ball midline collision  

 
碰撞后两球体位置如图 7 所示，球 1 停在碰撞

前位置不动，速度传给球 2，原静止的球 2 获得速

度传递后继续向前运动；两球速度与时间关系如下

图 8 所示，由计算结果可知，碰撞前后速度基本完

全传递，能量和动量基本守恒，因此认为程序的接

触处理是正确的。 
 

 
图 7  两球碰撞后的位置 

Fig.7  Position of two ball after collision 

 

 
图 8  速度与时间曲线 

Fig.8  Curve of speed-time 

 
4.3  球体斜面下滑 

通过小球沿固定倾角斜面下滑来进一步验证

r2=0.5 m 
v2=0.0 m/s 

r1=0.5 m 
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摩擦力处理情况。如图 9 所示，12 个小球黏结成一

个整体，球体半径为 0.3 m，在倾角为 30°的斜面

上自由下滑，时步 1t   610 。小球下滑速度的理

论值为 

(sin cos tan )v gt            （22） 

式中： v 为球体下滑速度； 为斜面倾角（30°）；

为球体与斜面摩擦角，分别取 0°、10°、18°、

25°。 

 

 
图 9  球体斜面下滑模型 

Fig.9  Model of ball slant slide 

 
小球下滑后的位置如图 10 所示，可知球体沿着

固定斜面一起下滑；小球与球面不同摩擦角间下滑

速度如图 11 所示。由图可知，本程序计算出的结果

与理论值基本吻合，摩擦力接触情况处理基本正确。 
 

 
图 10  球体下滑后的位置 

Fig.10  Position of ball after the slide 

 

 
图 11  速度-时间曲线 

Fig.11  Curves of speed-time 

4.4  一堆散体下落 
为了进一步验证显式球单元 DDA 程序能够处

理复杂的接触问题及显式算法的效率，本算例模拟

476 个散体从 5 m 高处自由下落现象。计算模型半

径 R  0.3 m，如图 12 所示。 
模型采用的力学参数：抗拉强度T  10 MPa，

黏聚力 c  0 MPa，内摩擦角  0°。时步取值为   
61 10t   。 

由图 13 计算结果可知，不同时步下，球体自

由下落触地，然后反弹散开，与实际散体下落情况 
 

 
图 12  散体下落模型 

Fig.12  Model of loose media falling 

 

 
(a) t=180 000 

 

 
(b) t=210 000 

 

 
(c) t=246 000 

 

 
(d) t=312 000 

图 13  散体下落结果 
Fig.13  Results of loose media falling  
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类似，因此，进一步证明了该算法及程序的正确性，

同时也说明该程序可以处理一定复杂度的工程问

题；另外，本算例计算耗时近 28 h，而将同样算例

用原三维球颗粒隐式程序计算耗时近 40 h，因此该

显式程序在效率上较大的优于原隐式程序。 

5  结  论 

（1）传统隐式 DDA 求解方法需要组装整体刚

度矩阵，联立方程组求解，是无条件稳定的，因此

较大时步是被允许的，且在每一步计算时需要通过

开闭迭代对其接触问题反复验证，因此不仅大大地

增加了计算机内存的开销，而且求解速度极慢，尤

其是三维问题。本文采用中心差分方法，不需要组

装整体刚度矩阵，可以逐个自由度求解，无需联立

方程组，大大地降低了内存的开销，计算速度有了

较大的提升。 
（2）显式中心差分法是有条件稳定的，必须通

过不同时步的试算，选取足够小的时步，才能保证

求解的稳定性和精度。 
（3）由于球颗粒单元接触较简单，本文用最大

位移增量代替了开闭迭代准则简化了接触判断，通

过自由落体运动、球体对心碰撞实例与解析解对比

验证了该方法的准确性。 
（4）通过一堆球散体下落算例进一步验证了该

程序能处理复杂接触问题及计算效率明显优于原球

颗粒 DDA 隐式程序。  
 在本文提出的显式 DDA 方法中，系数矩阵 M

是对角阵，可以逐个自由度求解，不需要依赖别的

自由度，因此该显式方法有利于并行算法的设计，

从而进行大规模岩土工程问题的计算。这也是笔者

下一步将要尝试的云计算并行方法。另外，本文将

球单元简化为刚性球，以后的研究中会尝试考虑球

单元自身的变形问题。 
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